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Introduccion

En este capitulo vamos a tratar con expresiones matematicas que involucran los signos de
desigualdad: <, <, >y >, los cuales significan, respectivamente, menor que, menor o igual que,
mayor que y menor o igual que. Es importante observar que dichos signos comparan expresiones
a ambos lados. Es decir, si tenemos dos expresiones matemadticas A y B, y queremos saber cuél
es menor o mayor, al escribir por ejemplo A < B, lo que se estableceria es que A es menor que B.
Notemos que si hubiésemos escrito A < B, entonces lo que estariamos representando es que A es
menor o igual que B. Hay que tener cuidado con este dltimo tipo de desigualdades puesto que lo que
estan sefialando es que A puede ser estrictamente menor que B o, también, que A puede ser igual a B.
Si A 'y B son nimeros reales, entonces o bien A serd menor que B, o bien A serd igual a B o bien A
serd mayor que B. Tales casos son sencillos de manejar. Sin embargo, nos podemos encontrar con
situaciones mds complejas que abordaremos a continuacién.

= Resolucion de inecuaciones: Una inecuacion es una expresion algebraica en la que sus dos
miembros (izquierdo y derecho) A y B aparecen relacionados por alguno de los signos de
desigualdad: <, <, > 6 > y, ademas, involucran incégnitas. Por ejemplo A 6 B pueden
depender de x. En tal caso habra que proceder con un anélisis que determine para qué valores
de x se cumple que entre A y B existe el tipo de desigualdad establecido por la inecuacidn.
Cuando se nos plantee la resolucién de una inecuacién operaremos del mismo modo que con
las ecuaciones, aunque deberemos tener en cuenta que si la inecuacién se multiplica por un
nimero negativo el signo correspondiente de la inecuacién (<, <, > 6 >) se invierte.

Ejemplo: Para resolver la inecuacion de primer grado 2(x+ 1) —3(x —2) < x+ 6 podemos

realizar las siguientes operaciones equivalentes (cada paso se denota por el simbolo <)
2x+2—-3x4+6<x+6 = 2x—3x—x<—-2-64+6 = —2x< -2 = x>1,

lo cual quiere decir que los nimeros x > 1 son los que satisfacen la condicién (inecuacién)

original 2(x+ 1) —3(x —2) < x+ 6. Observemos que, tal y como aparecia representada la
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inecuacién original, A = 2(x+1) —3(x —2) y B = x+ 6. Puesto que esa inecuacién establecia
que A < B, lo que hemos hecho es determinar para qué valores de x se cumple que A < B.

En el caso de inecuaciones de grado superior a uno, en general, es mads complejo determinar
los valores de x que satisfacen dichas inecuaciones.

Ejemplo: Consideremos la inecuacién cuadratica x> — 6x+8 > 0. En este ejemplo observamos
que el polinomio de segundo grado x> — 6x + 8 se puede expresar como producto de dos
factores. Esto es, x> — 6x +8 = (x — 4)(x — 2). Por tanto, buscamos los valores de x que
satisfacen la desigualdad (x —4)(x —2) > 0. Pueden presentarse dos situaciones, o bien
(x—4)>0y (x—2)>0,0bien (x—4) <0y (x—2) <O0. En el primer caso, debe cumplirse
simultdneamente que x > 4 y x > 2. Luego x > 4, pues dicha desigualdad satisface también que
x > 2, mientras que puede haber valores de x para los que se tenga x > 2, por ejemplo x =3y,
sin embargo, no sea cierto que x > 4. En el segundo caso, debe cumplirse simultineamente
que x < 4y x < 2. Por consiguiente, ambas desigualdades tendran lugar si x < 2. Concluimos
pues que el conjunto de valores para x que satisfacen la inecuacién cuadrética x> — 6x+8 > 0
estd formado por todos aquellos x contenidos en los intervalos (—eo,2) U (4,00).

Cuadrados de numeros reales: Dado un nimero real a, pueden presentarse tres situaciones:
a>0,a=06a<0.Sia>0, entonces a’> = a-a > 0. De igual manera, si a < 0, entonces
a®> = (—a) - (—a) > 0. Finalmente, si a = 0, se tiene que a*> = a-a = 0-0 = 0. Por tanto,
observamos que para todo a € R siempre se cumplird que a> > 0. La igualdad solo podra

producirse si, y solo si, a = 0. Por otro lado, si a # 0, entonces a> > 0.
Ejemplo: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones
X 4+y?—2x—4y+5=0, xy=2.

Para hallar los valores reales de x e y, comenzaremos completando cuadrados en la primera
ecuacién. Observemos que

Ay 2y +5=0= (P -2x+1)+ (P —4y+4) =0 = (x—1)°+(y—2)*=0.

La tltima ecuacién sefiala que la suma de (x—1)* e (y—2)* es igual a cero. Como cada
término es no negativo, es decir, (x — 1)2 >0e (y— 2)2 > 0, su suma también es no negativa.
Entonces debe cumplirse (x—1)* = 0 e (y—2)* = 0. Por tanto, x = 1 e y = 2. Comprobamos
que la segunda ecuacién xy = 2 se satisface con esos valores. Podemos concluir que los tnicas
soluciones para las incégnitas del sistema sonx=1ey = 2.

Desigualdad aritmético-geométrica: Una consecuencia interesante del hecho de que a® > 0
cuando a € R es la siguiente. Supongamos que tenemos dos niimeros reales no negativos a
y b (es decir, que o bien son positivos o bien alguno de ellos es nulo). Entonces, la cantidad
(v/a—+/b)? > 0. La igualdad estricta se cumplir si, y sélo si, a = b como es facil verificar.
Esta observacién conduce a un resultado muy util. Desarrollando el cuadrado obtenemos

b
(Va—Vb)?>0, < a—2Vab+b>0, <+ “er > Vab. 2.1)

La dltima expresion en (2.1) representa la llamada desigualdad aritmético-geométrica entre
dos nimeros reales no negativos a y b. El cociente # es la media aritmética de dos niimeros
reales y \/ab es la media geométrica de dos niimeros reales no negativos. Dicha desigualdad
admite, ademds, una interpretacion grafica muy sencilla. Construyamos una semircunferencia

cuyo didmetro es la suma a+ b (ver la figura 2.1). Obviamente, el radio de la semicircunferencia
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a+b
2 Vab
a b a

Figura 2.1: Interpretacion geométrica de la desigualdad aritmético-geométrica > v ab entre

dos ntimeros reales no negativos a y b.

es (a+ b)/2. Utilizando el Teorema de Pitdgoras es facil ver que la longitud de la cuerda
perpendicular al didmetro en el punto comtin de los dos segmentos de longitud a y b es v ab,
ya que Vab = \/(#)2 — (%)2. Es claro entonces que “f2 > v/ab y que la igualdad se
alcanzari si, y solo si, a = b (que en la figura 2.1 corresponderia a que a y b fuesen ambos
iguales al radio de la semircunferencia).

Ejemplo: La desigualdad aritmético-geométrica (2.1) es til en algunos problemas de indole
practica. Supongamos que disponemos de una valla de longitud total L y con ella queremos
construir el cierre de un recinto rectangular de lados a y b. ;Para qué valores de a y b se puede
conseguir que el drea del recinto rectangular sea maxima?

Por una parte, tenemos que el drea S de un rectdngulo de lados a y b es igual a S = ab. Por
otra parte, el perimetro P de un rectingulo de lados a 'y b es igual a P = 2a +2b. Como nos
sefialan en el enunciado que la valla con la que se quiere cerrar el rectdngulo tiene longitud
total L, entonces P = L, es decir, a+b = % Hasta aqui todo esta claro. ;Coémo hacemos uso
de la desigualdad aritmético-geométrica (2.1) para resolver el problema? Lo que nos piden es
maximizar el drea S = ab. Para ello, como a y b son niimeros no negativos, podemos escribir

a+b\?
S=ab< .

Observemos ahora que en el miembro derecho de la desigualdad aparece la suma a + b. Dicha
suma hemos visto que es igual al semiperimetro del rectdngulo, o sea, a+b = % Por tanto,

2
L
el drea S del rectdngulo satisfard la desigualdad S < <4> . Esto es, el drea S del rectangulo

podra ser, a lo sumo, igual a %. (Cudndo se podrd alcanzar el valor maximo %? La respuesta
a esta pregunta también nos la proporciona la desigualdad aritmético-geométrica (2.1). Nos
dice que la igualdad se alcanzard si, y sélo si, a = b. Esto suceder4 si el rectdngulo se convierte
en un cuadrado de lado igual a %. Concluimos entonces que si disponemos de una valla de
longitud total L y con ella queremos construir el cierre de un recinto rectangular de rea
maxima, lo lograremos mediante un cuadrado cuyos lados sean iguales a la cuarta parte de la
longitud total de la valla.

La desigualdad aritmético-geométrica (2.1) se puede generalizar. Sea n € N. Si ay,ay, ...,
an—1,a, son nimeros reales no negativos, entonces se cumple

ay+ay+---+ay > Waids .. 2.2)

n
La igualdad estricta se satisface si, y solo si, a; = ap = - -- = a,. La desigualdad aritmético-

geométrica (2.1) es un caso particular de (2.2) cuando Unicamente hay n = 2 ntimeros reales
no negativos. Recuérdese que W es la media aritmética de n nlimeros reales.
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Figura 2.2: Paralelepipedo de caras perpendiculares entre si y aristas de longitud a, b y c.

Ejemplo: De entre todos los paralelepipedos, cuyas seis caras son perpendiculares entre si
(ver figura 2.2) y tales que la suma de todas sus aristas es igual a L, hallar aquel de volumen
maximo.

Este problema se parece al ejemplo anterior, aunque ahora la situacién que se nos plantea no es
en el plano sino en el espacio. Por una parte, tenemos que el volumen V de un paralelepipedo
de caras perpendiculares y aristas a, by c es igual a V = abc. Por otra parte, nos indican que
la suma de todas las aristas es igual a L. Como un paralelepipedo tiene doce aristas, cuatro
de cada longitud a, b y ¢, entonces 4a +4b +4c = L. Debemos hallar el paralelepipedo de
volumen V maximo. ;Cémo hacemos uso en este caso de la desigualdad aritmético-geométrica
(2.2) para resolver el problema? Observemos en primer lugar que la versién de la desigualdad
aritmético-geométrica (2.2) que necesitamos involucra a tres nimeros no negativos, esto es,
n = 3. Puesto que a, b y ¢ son ndmeros no negativos, podemos escribir

3
V =abc < <a+l37+c) .

Noétese que hemos elevado al cubo ambos miembros de la desigualdad aritmético-geométrica
(2.2). En el miembro derecho de la desigualdad aparece la suma a + b + ¢. Dicha suma hemos

visto que es igual a %. Por tanto, el volumen V del paralelepipedo satisfard la desigualdad
3

V< ) Esto es, el volumen V del paralelepipedo podra ser, a lo sumo, igual a L

123
(Cudndo se podrd alcanzar ese valor maximo? La respuesta a esta pregunta nos la proporciona
la desigualdad aritmético-geométrica generalizada (2.2). La igualdad se alcanzara si, y solo
si, a = b = c¢. Esto sucedera si el paralelepipedo se convierte en un cubo de arista igual
a % Concluimos entonces que, de entre todos los paralelepipedos cuyas seis caras son
perpendiculares entre si y tales que la suma de todas sus aristas es igual a L, aquel que tiene el

volumen méximo serd un cubo de arista igual a ﬁ

En los problemas propuestos veremos més ejemplos de la desigualdad aritmético-geométrica.

= Valor absoluto: El valor absoluto de un nimero real x, el cual se denota por |x|, es el mismo

valor x cuando este es positivo o cero, y el opuesto de x, si es negativo, o sea,

x six>0,
x| =

—x six<O.

La representacion grafica del valor absoluto |x| se muestra en la figura 2.3.
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Figura 2.3: Grifica del valor absoluto |x|.

Propiedades del valor absoluto: Para todo x,y € R se cumple
e El valor absoluto siempre es no negativo: |x| > 0.

e La distancia entre dos nimeros reales a y b viene dada por |a — b|.
e Desigualdad triangular: |x+y| < |x| + [y]-
e Seaa > 0, entonces |x| <a< —a<x<a.
e Seaa > 0, entonces |x| > a < x> aobienx < —a.
o x| > |y & x> y2
o |x|=|—x|= Va2
o byl = Iyl
e Siy # 0, entonces Il= M
yIo bl

e Sin € N, entonces [x"| = |x|".

Finalizamos indicando que la distancia entre dos nimeros reales a y b se representa por |a — b|
(o también por |b — a|) y aparece representada en la figura 2.4. Este hecho tiene diversas
aplicaciones. Veamos un ejemplo.

Ejemplo: Dados dos nimeros reales a y b encontrar sendas expresiones sencillas, en términos
del valor absoluto |a — b|, que permitan determinar cual de los dos reales a y b es mayor y
cudl es menor, respectivamente.

Vamos a denotar a tales expresiones por Max(a,b) y Min(a,b), de manera que Max(a,b)
devuelve el mayor valor del par de nimeros a y b, mientras que Min(a,b) devuelve el menor
valor del par de ndimeros a y b. Empecemos por encontrar Max(a,b). Es claro que Méx(a,b)
podria escribirse asi

a, sia>b,
Mix(a,b) = ¢ 42, sia=b, (2.3)
b, sia<b.

Aunque esta forma no involucra valores absolutos, proporciona algunas pistas. Por un lado,
ja — 0|

D EEE—

b a

Figura 2.4: Interpretacion geométrica de |a — b| como la distancia entre dos nimeros a y b del eje
real.

Eje real
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si @ > b, entonces |a — b| es el valor en el que a excede a b. Por otro lado, si @ < b, entonces
|a —b| es el valor en el que b excede a a. Obviamente, si a = b, entonces |a — b| = 0. Vemos
pues que la presencia de |a — b| es lo que nos permite reducir (2.3) a

_a+tb+|a—Db|

=2

que cumple las tres posibilidades mostradas en (2.3) y, a la vez, usa el valor absoluto.
Podemos seguir un procedimiento completamente andlogo al precedente para encontrar la
expresion de Min(a, b), la cual vendria dada por

Mix(a,b) (2.4)

b—la—>b
Min(a,b) = “+2“ (2.5)
y que satisface Min(a,b) = b si a > b, Min(a,b) = (a+b)/2 si a = b, y Min(a,b) = a si

a < b, como es facil comprobar.

Problemas Resueltos

1. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) |x+3|=1. b) |x—1|jx+1]=0.

Soluciones: a) Para resolver la ecuacién |x+ 3| = 1 aplicamos primeramente la definicién de
valor absoluto a |x + 3|. Tenemos

x+3 six+3>0,
x+3| = .
—(x+3) six+3<0.

Por tanto,
x+2 six> -3,
Ix+3]—1 = o
—x—4 six<-=3.
En el primer caso, la ecuacién a resolver se reduce a x+2 = 0. Luego x = —2 lo cual se
cumple ya que x > —3. En el segundo caso, la ecuacién a resolver es —x —4 = 0. Por tanto
x = —4, lo cual se cumple pues x < —3. Concluimos que las soluciones son x = =2y x = —4.

b) Para que el producto de |x — 1] |x+ 1| sea cero al menos un factor tiene que anularse. Luego,
x—1|[x+1/=0 & x—1=0,0bienx+1=0.

Entonces, las soluciones de la ecuacion son x = 1 y x = —1, es decir, el conjunto {—1,1}.

. Resuelve las siguientes inecuaciones:

a) X 4+2x—1<0.  b) x=3|<|x+1]. ¢) (x+2)*>5.

Soluciones: a) Factorizando el polinomio obtenemos que x> +2x — 1 = (x + 1 —v2)(x +
1++/2). Para que se verifique la desigualdad x> +2x — 1 < 0 tiene que ocurrir que (x4 1 —
V2)(x+41++/2) <0. Eso implica dos posibles casos: El primero es que x+1—+2 <0y
x+14++/2>0.Elsegundo es que x+ 1 — /2> 0y x+ 1 ++/2 < 0. El primer caso conduce
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a que la variable x debe satisfacer —V2-1<x<+v2-1.El segundo caso conduce a que la
variable x deberia satisfacer —v/2 — 1 >x> V2— 1, lo cual es imposible. Concluimos entonces
que la inecuacién x% +2x — 1 < 0 se cumple si la variable x satisface —v/2 —1 <x <2 — 1.

b) Observamos que |x — 3| < |x+ 1| es equivalente a tener |x — 3| — [x+ 1| < 0. Por definicién,

x—3 six>3, x+1 six>-—1,
x=3| = . y R+1| = .
—x4+3 six<3, —x—1 six<-—1.

Si combinamos los distintos casos obtenemos

x—3—x—1 six>3Ax>-1,
—x+3—x—1 six<3yx>-—1,
x—=34+x+1 six>3yx<-—1,
—x+3+x+1 six<3yx<-—1,

=3l = e+ 1] =

lo cual es equivalente a

—4 six >3,
—2x+2 si—1<x<3,
=3 =+ 1] = o
2x—2 imposible que x >3y x < —1,
4 six < —1.
Observamos que para cualquier x > 3, tenemos que [x —3|— [x+ 1] = -4 <0.Si —1 <x < 3,
entonces |x — 3| — |x+ 1| = —2x+ 2 solo serd negativo cuando x > 1. En todos los demds

casos, esto es, cuando x < 1, |x — 3| — |x+ 1| > 0. Concluimos pues que la desigualdad
|x —3| < |x+ 1| se cumple para cualquier 1 < x < co.

¢) Si aplicamos la raiz cuadrada a ambos lados de (x42)* > 5, se tiene que |x+2| > /3. A
continuacién hacemos uso de la siguiente propiedad: Sean y € Ry a > 0, entonces |y| > a
implica que y > @ o bien que y < —a. Si identificamos y = x+2 y a = /5, entonces tendremos
que x+2 > /5 o bien que x+2 < —+/5. Concluimos entonces que los valores buscados para
x que satisfacen la inecuacién (x+ 2)2 > 5 sonx>+/5—2 o0 bien que x < —/5-2.

3. La suma de dos nimeros reales positivos x e y es 3. Calcula cudl puede ser el mayor valor que
alcance el producto de x e y.

Solucién: Este problema se puede resolver muy facilmente aplicando la desigualdad aritmético-

X
> /. La
igualdad estricta se alcanza si, y solo si, x = y. En nuestro caso se sabe que x,y > 0 y que

x+y = 3. Se cumplen las condiciones para poder utilizar la desigualdad aritmético-geométrica.

3
Por tanto, /xy < )% =5 Al elevar al cuadrado a ambos lados de la desigualdad deducimos

9 . . . 3
que xy < T La igualdad estricta se alcanza solamente six =y = R
4. FEl precio de un diamante es proporcional al cuadrado de su masa. Averigua si al dividir un
diamante de masa m en dos partes de masas m; y my (no necesariamente iguales) el precio

geométrica para dos nimeros reales no negativos. Si x,y > 0 se cumple que
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total de ambas es mayor, igual o menor que el precio del diamante sin dividir. Halla en qué
caso se maximiza el precio total de ambas partes.

Solucion: Sea P el precio del diamante de masa m. Se nos dice que el precio es proporcional
al cuadrado de su masa, es decir, P = ¢cm?, donde ¢ > 0 es una constante de proporcionalidad
cuyo valor no necesitamos conocer para resolver el problema. Por otro lado, los respectivos
precios de cada una de las partes del diamante, de masas m; y my, serdn P| = cm% ybP = cm%,
siendo su suma

P+ P, = cmi +cmj = ¢ (m} +m3) .

Como, ademads, se cumple que m = mj + m;, tendremos para el precio del diamante de masa m

P=cm®=c(m +m2)2 =c (m% +m3 + 2m1m2) =P +P+2cmm;. (2.6)

Es evidente de (2.6) que P > P, + P, debido al término 2cmmy > 0. Por tanto, al dividir
el diamante en dos partes el precio total de ambas serd siempre menor que el de la pieza
inicial. Obsérvese de (2.6) que la depreciacion es mayor si las dos partes tienen igual masa
my = my =m/2, pues 2mmy < m% +m%.

. Sea c la longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos catetos tienen longitudes a

y b. Demuestra que a+ b < v/2c.

Solucién: Como a > 0y b > 0 (las longitudes no nulas son siempre cantidades positivas), de
la desigualdad aritmético-geométrica se tiene que a® + b*> > 2ab. Por otro lado, puesto que a,
by c son los lados de un tridngulo rectdngulo, se cumple el Teorema de Pitagoras a* + b* = ¢2.
Asipues, (a+b)? =a®>+b*+2ab <2 (a2 + bz) = 2¢2. Al extraer la raiz cuadrada en ambos
lados de (a -+ b)* < 2¢? obtenemos la desigualdad pedida a + b < v/2c. Para que se satisfaga
la igualdad estricta, es necesario y suficiente que a = b, lo cual ocurre cuando el tridngulo

rectangulo es isdsceles.

. Un barco se desplaza a lo largo de un tramo recto de longitud / por un rio que conecta dos

ciudades A y B situadas en una de sus orillas. El barco realiza un trayecto de ida y vuelta entre
Ay B. La velocidad de la corriente del rio es v. Encuentra cudl debe ser la velocidad minima
Vi del barco de manera que se pueda garantizar que el barco tarda a lo sumo un tiempo 7 en
recorrer el itinerario de ida y vuelta entre A y B.

Solucion: Es conveniente definir por 745 el tiempo que tarda el barco en ir desde A hasta B.
Andlogamente, definimos por #g4 el tiempo que tarda el barco en ir desde B hasta A. Dichos
tiempos no son iguales en general debido a la corriente del rio. Por un lado, el enunciado
indica que se desea que el tiempo total z45 +154 > 7. Por otro lado, tenemos que

I
tAB= — Ipa = .
PV T vy
Asi pues,
l l (V—=v)I+(V+v)l 21V
t tga = = = >T.
ABIBA =TTy V22 V2,2 =

Buscamos la velocidad minima Vj,;, del barco de modo que se logre la igualdad. Es decir,

2ZVmin_ — 7 Esta expresion conduce a la ecuacién cuadrética vz o — yme —v?>=0. De las dos
V2 min ~ 7

. . .. [/ 182
posibles raices para Vi, nos quedamos con la que es positiva y que es Viyp = % + (%) +2.
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7. Sean a,b,c € R. Demuestra la siguiente desigualdad:
a* +b*+* >ab+bc+ca.

Solucion: Observemos que

a+b*+c*—ab—bc—ca = (2a2—|-2b2—|-262—2ab—2bc—2ca)

el

= 5 [(@=2ab+b%) + (b = 2bc+¢?) + (¢* —2ca+d’)]

1

- > [(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2} >0,

donde en la dltima linea hemos usado el hecho de que el cuadrado de un ntiimero real es
siempre no negativo. Por tanto, se concluye que a? + b?> + ¢?> > ab + bc + ca. La igualdad
estricta se alcanza si, y solo si, a = b = c.

8. De todos los tridngulos con un perimetro fijo /, encontrar aquel que encierra el drea maxima y
obtener una expresién que solo dependa de /.

Solucion: Consideremos un tridngulo arbitrario cuyos tres lados tienen longitudes a, by c y
perimetro [ = a+ b+ ¢ = 2s (se entiende que s es el semiperimetro). Para resolver el problema
vamos a utilizar la férmula de Heron, la cual proporciona una expresion para el drea A del
tridngulo en términos de a, b, ¢ y s, y que viene dada por

A=+/s(s—a)(s—b)(s—c). (2.7)
A continuacidn, invocamos la desigualdad aritmético-geométrica generalizada

Xi+x2+- -+ x-1+ X

JXIX Xn—1Xn < " ; (2.8)
donde cada x; > 0, para j = 1,2,...,n, siendo n € N. La igualdad se cumple si, y solo si,
X] =Xxp =--- = X,_| = X,. En nuestro caso, aplicamos la desigualdad aritmético-geométrica a

la férmula de Heron (2.7). Como el perimetro /, y por consiguiente también el semiperimetro
s, del tridngulo se asume que es constante, nos podemos concentrar en usar la desigualdad
aritmético-geométrica cuando n = 3. La escribimos de la siguiente forma

oG- —0 < (s—a)+(s—b)+(s—c) _ 35— (a+b+c) _ 5’ 2.9)
3 3 3

donde en el ltimo paso hemos empleado que a+ b+ ¢ = 2s. La igualdad en (2.9) se satisface

si, y solo si, (s—a) = (s —b) = (s —c). Esto es, cuando a = b = ¢, lo cual corresponde a un

tridngulo equildtero. As{ pues, al combinar la férmula de Heron (2.7) con la desigualdad (2.9)

obtenemos

2

(s—a)(s—b)(s—c) < (g)z = A=\/s(s—a)(s—b)(s—c) < s<§)3 - 3if3' (2.10)

La expresion del drea A maxima, Apsx, que se deduce a partir de (2.10), serd entonces igual a

2 L. . 2
Amix = SSW 0, en términos del perimetro /, Apsx = FENEL
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Problemas Propuestos

1. Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones, asumiendo que x,y € R:

a) 0<x<1l=0<x<1.

b) 0<x<1 = 0<x<nx

) 0<x<l =0<x*<1.

d) x<y = x> <y~

e) x<y = x> <y

Respuestas:

a) Verdadera.

b) Falsa. Por ejemplo, si elegimos el valor
x= %,entonces Vx= \/g: % > % =x.

¢) Verdadera. Se sigue facilmente del he-
cho que x —x*> = x(1 —x) > 0 por ser
O<x<l1.

d) Falsa. Por ejemplo, si tomamos x = —3 e
y = 2, se tiene en efecto que x < y, pero
¥ =(-32=9>4=(-2)2=)~.

e) Verdadera. Basta considerar los tres ca-
s0s 0<x<y,x<0<yyx<y<O0y
comprobar que en cada uno de ellos se
cumple que x* < y>.

f) Verdadera. Cuando los términos a ambos
lados de una desigualdad se multiplican
por un niimero positivo, la desigualdad
no cambia. Sin embargo, six <yya <0,
entonces ax > ay.

g) La veracidad de la afirmacién depende

del signo de x. Si x > 0, entonces la afir-
macioén es verdadera. Si x < 0, la afir-
macion es falsa. Por ejemplo, si x = —1,
a=1yb=2,entonces —1 < —%.

2. Resuelve la inecuacion |x| > [x+ 1].

D
8
h)
)

h)

i)

x<yya>0 = ax <ay.
X _x
O<a<b = —>—-.
a b
2xy < x% 4y

\/m:x—l—y.

Verdadera. Sabemos que se cumple la
desigualdad (x —y)? > 0. Desarrollan-
do esa desigualdad tendremos que x> —
2xy +y* > 0. Luego x* +y? > 2xy. Tam-
bién se sigue facilmente de la desigual-
dad aritmético-geométrica (2.1) sin més
que tomar a = x>y b = y?.

Depende de cudles sean x e y. Es falsa
six# 0 ey 0. Si fuera verdadera, al
elevar al cuadrado ambos miembros de
la igualdad se cumpliria que x*> 4 y? =
(x+ y)z. Al desarrollar el miembro de la
derecha tendriamos x? + y? = x* +y> +
2xy, lo que implicarfa que 2xy = 0. Pero
eso no puede ocurrir si x # 0 e y # 0.
Ahora bien, quedaria por analizar qué
ocurre si x = 0 o bien y = 0, pero no
ambos. Si x =0 e y # 0, entonces se
tendria \/y2 =y, lo cual es cierto si
y > 0 pero no si y < 0. El caso x # 0
e y = 0 es andlogo. Finalmente, si am-
bos x =y =0, en ese caso la igualdad es
verdadera, aunque resulta trivial.

Respuesta: La desigualdad |x| > |x+ 1] es equivalente a |x| — |x+ 1| > 0. Por definicién de
valor absoluto,

six >0,
six <0,

x+1| =
y |t {_x_l

x+1 six>-—1,

six < —1.
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de modo que

-1 six >0,
—2x—1 si—1<x<0,
e[ =+ 1] = N
2x+11 1imposible que x >0y x < —1,
1 six < —1.
Entonces, si x > 0, tenemos que |x| — |x+ 1| = —1 < 0. Para —1 <x < 0, se tiene |x| —|x+ 1| =

—2x—1 de modo que —2x — 1 > 0 solamente cuando x < —%. Pero como estamos en el
intervalo [—1,0) concluimos que la desigualdad es vdlida para cualquier —1 < x < —%. Para
todo x < —1, |x| — |x+ 1| = 1 > 0. Concluimos que la desigualdad |x| — |x+ 1| > 0 se cumple
para cualquier —oo < x < —%.

3. Resuelve las siguientes inecuaciones:

a) 2x—5[>5y|2x—3| > 3. b) 1+L>0.
x l—x

Respuesta: a) Comienza considerando los casos que deben satisfacer |2x — 5| y |2x — 3|. La
variable x puede tomar los valores: —eo < x <0 o bien 5 < x < o. b) Observa primeramente
que debe cumplirse x # 0 y x # 1 para que la inecuacién tenga sentido. Reduce el miembro
izquierdo de la inecuacidén a una tnica fraccién )ﬁ Analiza los casos y concluye entonces
que 0 <x < 1.

4. Determina todos los niimeros reales x que satisfacen la inecuacién v3 —x—+v/x+1 > %

Respuesta: Lo primero que debe observarse es que para que los binomios que hay en cada
una de las raices cuadradas, 3 —x y x+ 1, no se hagan negativos, ha de tenerse —1 < x < 3.
En ese intervalo de valores para x ambos binomios serdn no negativos. Sin embargo, ese rango
de valores para x no es la solucién buscada. Por ejemplo, es facil ver que si x = 1, aunque los
argumentos de las raices cuadradas son no negativos, la desigualdad de la inecuacién no se
cumple (se tendria 0 > %, lo cual es falso). Por tanto, los valores buscados para x deben estar
contenidos en —1 < x < 3. Al elevar al cuadrado cada uno de los miembros de la inecuacién y
simplificando se llega a que (x — 1)2 > %. Tomando la raiz cuadrada a ambos lados, se sigue

que |x— 1| > @. Al analizar con cuidado esta ultima inecuacidn, y sin perder de vista la de
partida, con objeto de evitar valores no factibles para x, se concluye que —1 < x < %.
5. Considera dos puntos A y B separados entre si por una distancia L. Sea P un punto interior

situado en el segmento que conecta A y B. Si d4p y dpp denotan las distancias entre Ay P,y
entre B y P, respectivamente, demuestra que

L2
dap-dpp < 7

6. Demuestra la desigualdad triangular, es decir, que para todo x,y € R se cumple la siguiente
desigualdad que relaciona entre sf los valores absolutos |x+y| < |x| + [y].

7. Dos carreteras rectas AA’ y BB’ son perpendiculares entre si y se cruzan en un punto C. Las
distancias AC y BC son respectivamente iguales a a 'y b. De los puntos A y B parten al mismo
tiempo dos vehiculos en direccién a C con velocidades v y v,, respectivamente. ;Al cabo de
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. En un tetraedro trirrectingulo PABC, donde los tres angulos

cuanto tiempo después de su partida la distancia entre los dos vehiculos serd minima? ;A qué
es igual esa distancia minima?

Respuesta: Tiempo al cabo del cual los dos vehiculos estdn a una distancia minima: t,, =
b
avi by Distancia minima: dg = 222201

v1+v2 A /V1+"2

del vértice A son dngulos rectos (ver figura a la derecha), la
suma de las longitudes de sus seis aristas es igual a /. En-
cuentra el mdximo volumen que puede tener dicho tetraedro,
expresandolo en términos de la longitud total /, y determi-
na qué condiciones deben cumplir sus aristas para alcanzar
dicho volumen maximo. B

Respuesta: Sean x,y y z las longitudes de las aristas del tetraedro que concurren en el vértice
A. El volumen V de un tetraedro trirrectingulo viene dado por V = %. La suma de las
longitudes de las seis aristas cumple que x+y+z+/x2+y2 + /Y2 + 2 +VZ2 +x2 =1, es
decir, esta fijada. Usando de forma adecuada tanto la desigualdad aritmético-geométrica, como
su version generalizada con tres términos se encuentra que el volumen maximo V4 del

tetraedro trirrectdngulo es Vs« = —————= y se alcanza cuando las longitudes de las tres

192(1+f)
aristas x,y y z satisfacenque x =y =z = 3(1+ﬁ) .

. Un depésito semiesférico de radio R estd lleno de agua. Un paralelepipedo de ladosay by

altura h > R se sumerge dentro del depdsito (ver la figura 2.5). Encuentra los valores de a y b
para los cuales el volumen de agua desplazada (derramada fuera del depdsito) sea maximo, asi
como dicho volumen. Expresa tus soluciones en términos de R.

Figura 2.5: Dep6sito de agua semiesférico conteniendo un paralelepipedo de lados a y b y altura A.

Respuesta: Utilizando la siguiente version de la desigualdad aritmético-geométrica xyz <
X+y+z
3

solo si, x =y =z, y aplicdndola a la expresion para el volumen de agua desplazada, los valores

buscados para a y b satisfacen a = b = 2& . El volumen maximo de agua desplazada es ;\%

Nt

> , para tres numeros reales positivos x, y y z, donde la igualdad se cumple si, y



