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Principio de necesidad

Para que los estudiantes aprendan tienen que ver una necesidad intelectual, 
no social ni económica, de por qué se les enseña eso.

De no hacerlo así a los estudiantes se les hace tan difícil entenderlo que es 
casi imposible.

Lo planteo para introducir los conceptos de espacios vectoriales.

Harel, G. (2000). Three principles of learning and teaching mathematics. In J-
L. Dorier (Ed.) On the teaching of linear algebra (pp. 177-189). Springer, 
Dordrecht.



Problema flujo de tráfico 

Álgebra, 1º IQ 

monitorean el patrón de flujo del tráfico en una cuadŕıcula formada por las calles de una ciudad.

Los ingenieros eléctricos calculan el flujo de corriente que transportan los circuitos eléctricos. Otros

ingenieros estudian flujos de fluidos. Para muchas redes, los sistemas de ecuaciones involucran cien-

tos e incluso miles de variables y ecuaciones. Una red consiste en un conjunto de puntos llamados

uniones o nodos, con ĺıneas o arcos denominados ramas que conectan a algunos o todos los nodos.

La dirección del flujo se indica en cada arco y la cantidad (o tasa) de flujo se muestra o se denota

por medio de una variable. El supuesto básico del flujo de redes es que el flujo que entra a la red

es el mismo que sale de la red, y que el flujo entrante en un nodo es igual al flujo saliente del nodo.

El problema del análisis de redes consiste en determinar el flujo presente en cada arco cuando se

conoce cierta información parcial (como las entradas a la red). En la red de la figura 1 se muestra

el flujo del tráfico (en veh́ıculos por hora) sobre varias calles de un solo sentido en Ciudad Real.

Se pide determinar el patrón de flujo general para la red, anotar las ecuaciones que describen el

flujo, y después encontrar la solución general del sistema.

Etiquetamos las intersecciones de las calles (nodos) y los flujos desconocidos en los arcos,

como se muestra en la figura 1: x1, x2, x3, x4 y x5. En cada intersección, establecemos el flujo

entrante igual al flujo saliente:

En el nodo intersección de las calles Inmaculada Concepción con Bachiller Fernán-Gómez

la continuidad del flujo exige que x1 + x2 = x3. En el nodo intersección de las calles Inmaculada

Concepción con Santa Teresa la ecuación resultante es: x3 = x4+x5 Escribimos el sistema pasando

todos los términos a la izquierda

x1 + x2 � x3 = 0, (5)

x3 � x4 � x5 = 0, (6)

escribimos el sistema de forma matricial

✓
1 1 �1 0 0
0 0 1 �1 �1

◆

0

BBBB@

x1
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x3

x4

x5

1

CCCCA
=

✓
0
0

◆
, (7)

llamamos B a la matriz que aparece en este sistema, el rango de esta matriz es 2, tiene dos

ecuaciones linealmente independiente y cinco incógnitas, con lo que para calcular la solución quedan
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Sistema de 2 ecuaciones con 5 incógnitas 

Sistema en forma matricial 
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Figure 1: Flujo.

tres parámetros libres, elegimos x2 = ↵, x3 = � y x4 = �, donde ↵, � y � son números reales

y obtenemos la solución general, que es x1 = �x2 + x3 = �↵ + �, x2 = ↵, x3 = �, x4 = �,

x5 = x3 � x4 = � � �. Escribimos la solucion de forma vectorial
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donde ↵, � y � 2 IR. Esta expresión se llama combinación lineal, el vector (x1, x2, x3, x4, x5)

es combinacion lineal de los vectores ~u1 = (�1, 1, 0, 0, 1), ~u2 = (1, 0, 1, 0, 1) y ~u3 = (0, 0, 0, 1,�1).

Como en este problema las calles van en un solo sentido, ninguna de las variables puede ser negativa.

Este hecho conduce a ciertas limitaciones sobre los posibles valores de las variables. Si damos los

valores ↵ = 10, � = 20 y � = 5, una solución particular es ~v = (10, 10, 20, 5, 15). Los vectores

~v, ~u1, ~u2, ~u3 son linealmente dependientes.

4 Problema 3: Muelle

Un sistema t́ıpico que presenta un movimiento oscilatorio es el de un cuerpo de masa m unido a

un muelle (véase la figura 2 y la Ref. [16]). Cuando el cuerpo se desplaza en una cantidad x de su

posición de equilibrio, el muelle ejerce una fuerza �k x, que viene dada por la ley de Hooke

F = �k x, (9)
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Solución dependiente de tres parámetros 

Decir soluciones de este problema  
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Departamento de Matemáticas, Universidad de Castilla-La Mancha

Ciudad Real, 13071, Spain

Henar.Herrero@uclm.es

Received (to be inserted by publisher)

The applicaction of a proper orthogonal decomposition (POD) reduced order method to an
instability two-dimensional Rayleigh-Bénard convection problem is described in this work. The
partial di↵erential equations that model the problem along with the corresponding eigenvalue
problems of the linear stability analysis of stationary solutions are numerically solved for di↵erent
values of the bifurcation parameter, i.e. the Rayleigh number R. The POD reduced order method
considers spaces derived from di↵erent stationary solutions depending on R as snapshots. The
eigenvalue with the largest real part and its corresponding eigenfunction are calculated for the
POD solutions. The resulting matrices of the eigenvalue problems are small. There is a drastic
reduction in the computational cost.

Keywords: Proper orthogonal decomposition (POD); Linear stability; Eigenvalues; Bifurcation;
Rayleigh Bénard instability; Convective flow.

1. Introduction

0

BBBB@

x1

x2

x3

x4

x5

1

CCCCA
=

0

BBBB@

�↵+ � + �

↵

� + �

�

�

1

CCCCA
= ↵

0

BBBB@

�1
1
0
0
0

1

CCCCA
+ �

0

BBBB@

1
0
1
1
0

1

CCCCA
+ �

0

BBBB@

1
0
1
0
1

1

CCCCA

Bifurcations and instabilities in partial di↵erential equations are parameter-dependent problems that
model many fluid flow phenomena [Batchelor , 1967]. This is the case of the natural convection Rayleigh-
Bénard problem [Chandrasekhar , 1982; Bénard , 1900; Lord Rayleigh , 1916]. In this problem a two-
dimensional fluid layer is heated uniformly from below. At first the fluid is at rest, but it becomes unstable
when a critical vertical temperature di↵erence between the layers is reached, at which point the fluid
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FRANCISCO PLA*

Departamento de Matemáticas, Universidad de Castilla-La Mancha

Ciudad Real, 13071, Spain

Francisco.Pla@uclm.es

HENAR HERRERO
Departamento de Matemáticas, Universidad de Castilla-La Mancha

Ciudad Real, 13071, Spain

Henar.Herrero@uclm.es

Received (to be inserted by publisher)

The applicaction of a proper orthogonal decomposition (POD) reduced order method to an
instability two-dimensional Rayleigh-Bénard convection problem is described in this work. The
partial di↵erential equations that model the problem along with the corresponding eigenvalue
problems of the linear stability analysis of stationary solutions are numerically solved for di↵erent
values of the bifurcation parameter, i.e. the Rayleigh number R. The POD reduced order method
considers spaces derived from di↵erent stationary solutions depending on R as snapshots. The
eigenvalue with the largest real part and its corresponding eigenfunction are calculated for the
POD solutions. The resulting matrices of the eigenvalue problems are small. There is a drastic
reduction in the computational cost.

Keywords: Proper orthogonal decomposition (POD); Linear stability; Eigenvalues; Bifurcation;
Rayleigh Bénard instability; Convective flow.

↵, �, � números reales.

1. Introduction

0

BBBB@

x1

x2

x3

x4

x5

1

CCCCA
=

0

BBBB@

↵

�

↵+ �

�

↵+ � � �

1

CCCCA
= ↵

0

BBBB@

1
0
1
0
1

1

CCCCA
+ �

0

BBBB@

0
1
1
0
1

1

CCCCA
+ �

0

BBBB@

0
0
0
1

�1

1

CCCCA

⇤
Departamento de Matemáticas, Facultad de Ciencias y Tecnoloǵıas Qúımicas Universidad de Castilla-La Mancha. Ciudad
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Preguntas

• Hemos escrito la solución de 3 formas distintas, como combinación 
lineal de 3 vectores

• ¿Son la misma solución? ¿por qué?

• ¿Qué relación hay entre las tres ternas de vectores?



Respuestas

• A partir de aquí, explico los conceptos de espacio vectorial, 
subespacio vectorial, espacio generado por unos vectores, vectores 
linealmente independientes, base de un espacio vectorial, ecuaciones 
paramétricas y cartesianas de un subespacio vectorial, que dan 
respuesta a estas preguntas

• Cualesquiera 3 vectores que cumplan las ecuaciones y sean 
linealmente independientes generan el mismo subespacio vectorial 



Si partimos de la definición de espacio vectorial
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3.1. Concepto de espacio vectorial 

Definición: Sea K el conjunto de los números reales R o de los  
números complejos C y V un conjunto no vacío. Se definen dos  
operaciones: 
 
1. Suma o adición (ley interna) 

 V x V → V 
         u ,  v → u+v  
 
2. Producto por un elemento de K (ley externa) 

 K x V → V 
 α ,  v → α v 

 
V recibe el nombre de espacio vectorial sobre K si se satisfacen las  
siguientes propiedades: (a los elementos de V se les llama vectores y  
a los de K escalares)  



Espacio vectorial 
1.  (V,+) es grupo conmutativo 

1.  Asociativa: (u + v) +  w = u +  (v +  w) 
2.  Existencia de elemento neutro 0 tal que u + 0 = u para todo u ∈ V 
3.  Existencia de elemento opuesto o inverso: para todo u ∈ V existe -u tal que  
           u + (-u) = 0 
4.        u + v = v + u 

2.  Distributiva suma de vectores por un escalar: para todo escalar α 
∈ K y todo par de vectores u y v ∈ V, α (u + v) = α u + α v.  

 
3.  Distributiva suma de escalares por un vector: para todo par de 

escalares α, β ∈ K, y todo vector u ∈ V, (α + β) u = α u + β u.  
 
4.  Distributiva producto de escalares por un vector: para todo par de 

escalares α, β ∈ K, y todo vector u ∈ V,  (α · β) u = α (β u).  
 
5.  Propiedad del escalar unidad: el escalar unidad 1 ∈ K cumple 1 u 

= u. 
 
(V,+,·K) es un conjunto con unos elementos y dos operaciones que  
cumplen unas propiedades 



Si partimos de la definición de espacio vectorial

• Los estudiantes no entienden nada

• Ni les interesa

• Además de que el profesor se aburre explicándolo


